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Μοδελλινγ Βρεακσ ανδ Χλυστερσ ιν τηε Στεαδψ
Στατεσ οφ Μαχροεχονοmιχ ςαριαβλεσ
ϑοσηυα Χ.Χ. Χηαν, Αυστραλιαν Νατιοναλ Υνιϖερσιτψ
Γαρψ Κοοπ, Υνιϖερσιτψ οφ Στρατηχλψδεψ
ϑανυαρψ 2011
Αβστραχτ
Μαχροεχονοmιστσ ωορκινγ ωιτη mυλτιϖαριατε mοδελσ τψπιχαλλψ φαχε
υνχερταιντψ οϖερ ωηιχη (ιφ ανψ) οφ τηειρ ϖαριαβλεσ ηαϖε λονγ ρυν στεαδψ
στατεσ ωηιχη αρε συβϕεχτ το βρεακσ. Φυρτηερmορε, τηε νατυρε οφ τηε
βρεακ προχεσσ ισ οφτεν υνκνοων. Ιν τηισ παπερ, ωε δραω ον mετη−
οδσ φροm τηε Βαψεσιαν χλυστερινγ λιτερατυρε το δεϖελοπ αν εχονοmετριχ
mετηοδολογψ ωηιχη: ι) νδσ γρουπσ οφ ϖαριαβλεσ ωηιχη ηαϖε τηε σαmε
νυmβερ οφ βρεακσ; ανδ ιι) δετερmινεσ τηε νατυρε οφ τηε βρεακ προχεσσ
ωιτηιν εαχη γρουπ. Wε πρεσεντ αν αππλιχατιον ινϖολϖινγ α ϖε−ϖαριατε
στεαδψ−στατε ςΑΡ.
1 Ιντροδυχτιον
Μαχροεχονοmιστσ ωορκινγ ωιτη mυλτιϖαριατε mοδελσ συχη ασ ςΑΡσ φαχε α
mψριαδ οφ mοδελλινγ χηοιχεσ. Τραδιτιοναλλψ, συχη χηοιχεσ ηαϖε ινϖολϖεδ ρε−
στριχτιονσ ον παραmετερσ. Φορ ινστανχε, χοιντεγρατιον, λαγ λενγτη σελεχτιον
ορ τηε εχονοmιχ τηεορψ υσεδ βψ DΣΓΕ mοδελερσ αλλ ινϖολϖε ρεστριχτιονσ ον
τηε χοε′χιεντσ οφ α ςΑΡ (ορ σιmιλαρ mυλτιϖαριατε τιmε σεριεσ mοδελ). Ηοω−
εϖερ, τηε ινχρεασινγ ρεαλιζατιον οφ τηε ιmπορτανχε οφ παραmετερ χηανγε ηασ λεδ
ϑοσηυα Χηαν ωουλδ λικε το αχκνοωλεδγε νανχιαλ συππορτ φροm τηε Αυστραλιαν Ρεσεαρχη
Χουνχιλ υνδερ Γραντ DΠ0987170.
ψΓαρψ Κοοπ τηανκσ τηε ΕΣΡΧ φορ συππορτ υνδερ γραντ ΡΕΣ−062−23−2646. Ηε ισ α Φελλοω
ατ τηε Ριmινι Χεντρε φορ Εχονοmιχ Αναλψσισ.
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mαχροεχονοmιστσ το ωορκ ωιτη mορε παραmετερ−ριχη mοδελσ ωηιχη αλλοω φορ
συχη χηανγε. Εξαmπλεσ ινχλυδε τιmε−ϖαρψινγ παραmετερ (ΤςΠ) ςΑΡ mοδ−
ελσ (σεε, αmονγ mανψ οτηερσ, Χογλεψ ανδ Σαργεντ, 2001, 2005 ορ Πριmιχερι,
2005), mυλτιϖαριατε Μαρκοϖ σωιτχηινγ mοδελσ συχη ασ Σιmσ ανδ Ζηα (2006) ορ
στρυχτυραλ βρεακ ςΑΡ mοδελσ συχη ασ ϑοχηmανν, Κοοπ ανδ Στραχηαν (2010).
Οφτεν τηε ρεσεαρχηερ ισ υνσυρε οφ τηε νατυρε οφ παραmετερ χηανγε (ε.γ.
ισ ιτ ασσοχιατεδ ωιτη ςΑΡ χοε′χιεντσ ορ τηε ερρορ χοϖαριανχε mατριξ? ισ ιτ
ασσοχιατεδ ωιτη τιmε συχη ασ ιν α στρυχτυραλ βρεακ mοδελ ορ δοεσ χηανγε οχ−
χυρ οϖερ τηε βυσινεσσ χψχλε?, ετχ.). Μυλτιϖαριατε τιmε σεριεσ mοδελσ συχη ασ
ςΑΡσ αρε παραmετερ−ριχη εϖεν ωιτη χονσταντ παραmετερσ. Αλλοωινγ φορ παρα−
mετερ χηανγε ιν ςΑΡσ ινχρεασεσ τηε νυmβερ οφ παραmετερσ το βε εστιmατεδ.
Τηισ ραισεσ ωορριεσ αβουτ οϖερ−ττινγ ανδ οϖερ−παραmετεριζατιον. Τηε πρεσ−
ενχε οφ mοδελ υνχερταιντψ ρελατινγ το τιmε−ϖαριατιον ιν παραmετερσ γρεατλψ
εξαχερβατεσ τηεσε ωορριεσ.
Τηε πρεσεντ παπερ ισ mοτιϖατεδ βψ τηεσε χονσιδερατιονσ. Φαχεδ ωιτη υνχερ−
ταιντψ οϖερ τηε νατυρε οφ παραmετερ χηανγε, ωε ωαντ αν εχονοmετριχ mετηοδ
ωηιχη ωιλλ δισχοϖερ ιτσ νατυρε ιν α δατα−βασεδ φασηιον. Ανδ φαχεδ ωιτη οϖερ−
ττινγ, ωε ωαντ το δο τηισ ιν ασ παρσιmονιουσ mαννερ ασ ποσσιβλε. Ιν mανψ
χασεσ, τηισ λαττερ γοαλ χαν βε αχηιεϖεδ βψ φοχυσσινγ ον εχονοmιχαλλψ ιmπορ−
ταντ παραmετερσ. Φορ ινστανχε, α ςΑΡ mαψ ηαϖε ηυνδρεδσ οφ παραmετερσ (ορ
εϖεν mορε, σεε Βανβυρα, Γιαννονε ανδ Ρειχηλιν, 2010). Τηεσε παραmετερσ
χοντρολ τηε δψναmιχσ (σηορτ−ρυν ανδ λονγ−ρυν) οφ τηε ϖαριαβλεσ ιν τηε mοδελ
ασ ωελλ ασ τηε εχονοmιχ ρελατιονσηιπσ οφ ιντερεστ το τηε mαχροεχονοmιστσ (ε.γ.
ιmπυλσε ρεσπονσεσ αρε φυνχτιονσ οφ ςΑΡ χοε′χιεντσ ανδ τηε ερρορ χοϖαριανχε
mατριξ). Βυτ ςΑΡ χοε′χιεντσ αρε ηαρδ το διρεχτλψ ιντερπρετ ανδ αλλοωινγ
φορ παραmετερ χηανγε ιν αλλ οφ τηεm χαν λεαδ το α ϖερψ παραmετερ−ριχη mοδελ.
Wηεν χονσιδερινγ ωαψσ οφ αλλοωινγ φορ παραmετερ χηανγε, τηε ρεσεαρχηερ mαψ
ωιση το φοχυσ ον σοmε εχονοmιχαλλψ mεανινγφυλ φυνχτιον οφ τηε παραmετερσ
(ε.γ. αλλοωινγ φορ ονλψ τηε mονεταρψ τρανσmισσιον mεχηανισm το χηανγε).
Ανδ ιτ ισ τψπιχαλλψ mοστ ιmπορταντ το mοδελ παραmετερ χηανγε ιν τηε εχο−
νοmιχ φεατυρε υνδερ στυδψ. Φορ ινστανχε, ιν α στυδψ οφ τηε mονεταρψ πολιχψ
τρανσmισσιον mεχηανισm ιτ ισ ϖερψ ιmπορταντ το χορρεχτλψ mοδελ παραmετερ
χηανγε ιν τηισ ρελατιονσηιπ, βυτ ιτ mαψ βε λεσσ ιmπορταντ το χορρεχτλψ mοδελ
παραmετερ χηανγε ιν οτηερ παρτσ οφ τηε mοδελ.
Ιν τηισ παπερ, ωε δεϖελοπ αν εχονοmετριχ mετηοδολογψ ωηιχη ισ mορε
παρσιmονιουσ τηαν οτηερ αππροαχηεσ (συχη ασ ΤςΠ−ςΑΡσ) ανδ υνχοϖερσ πα−
ραmετερ χηανγε οφ αν υνκνοων σορτ ιν φεατυρεσ οφ εχονοmιχ ιmπορτανχε. Wε
φοχυσ ον τηε λονγ ρυν στεαδψ στατεσ οφ ςΑΡ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ (αλτηουγη τηε
2
γενεραλ ιδεασ χαν βε αδαπτεδ το ανψ φεατυρε οφ ιντερεστ). Τηεσε αρε φεατυρεσ
τηατ ηαϖε α στραιγητφορωαρδ εχονοmιχ ιντερπρετατιον ανδ τηεορετιχαλ mαχρο−
εχονοmιχ mοδελσ συχη ασ DΣΓΕ mοδελσ τψπιχαλλψ ηαϖε στρονγ ιmπλιχατιονσ
φορ λονγ ρυν στεαδψ στατεσ. Wε εξτενδ τηε στεαδψ στατε ςΑΡ οφ ςιλλανι (2009)
το αλλοω φορ τηε στεαδψ στατεσ το χηανγε οϖερ τιmε. Οφ χουρσε, ιτ ωουλδ βε
στραιγητφορωαρδ το αδαπτ ανψ οφ τηε εξιστινγ mοδελλινγ αππροαχηεσ δεσχριβεδ
αβοϖε (ε.γ. Μαρκοϖ σωιτχηινγ ορ στρυχτυραλ βρεακ mοδελσ) σο ασ το αππλψ
ονλψ το τηε στεαδψ στατεσ. Ηοωεϖερ, συχη αν αππροαχη ωουλδ ασσυmε αλλ οφ
τηε στεαδψ στατεσ χηανγε ιν α παρτιχυλαρ ωαψ (ε.γ. α στρυχτυραλ βρεακ mοδελ
ωουλδ ιmπλψ τηεψ αλλ χηανγε ατ τηε βρεακ τιmε). Τηε εχονοmετριχ mετηοδολ−
ογψ δεϖελοπεδ ιν τηισ παπερ (δραωινγ ον ιδεασ φροm τηε Βαψεσιαν χλυστερινγ
λιτερατυρε, σεε Ταδεσσε, Σηα ανδ ςαννυχχι, 2005) ισ mορε σοπηιστιχατεδ τηαν
τηισ. Ιτ δετερmινεσ (ιν αν αυτοmατιχ, δατα−βασεδ φασηιον) ωηιχη ϖαριαβλεσ
εξηιβιτ βρεακσ ιν τηειρ στεαδψ στατεσ (ι.ε. σοmε ϖαριαβλεσ χαν εξηιβιτ βρεακσ
ανδ οτηερσ νοτ) ανδ τηε νατυρε οφ τηε βρεακ προχεσσ (ε.γ. ιτ χαν εστιmατε
στρυχτυραλ βρεακσ ωηιχη οχχυρ ατ α ποιντ ιν τιmε ορ παραmετερ χηανγε οϖερ
τηε βυσινεσσ χψχλε ορ ανψτηινγ ελσε).
Τηε παπερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Τηε νεξτ σεχτιον οφ τηισ παπερ δεσχριβεσ
τηε mοδελλινγ φραmεωορκ ανδ προϖιδεσ α γενεραλ ουτλινε οφ τηε Μαρκοϖ χηαιν
Μοντε Χαρλο (ΜΧΜΧ) αλγοριτηm υσεδ το εστιmατε τηε mοδελ. Φυλλ τεχηνιχαλ
δεταιλσ ον πριορ, ποστεριορ ανδΜΧΜΧ αλγοριτηm αρε προϖιδεδ ιν τηε Τεχηνιχαλ
Αππενδιξ. Τηε τηιρδ σεχτιον οφ τηε παπερ ιλλυστρατεσ τηε υσεφυλνεσσ οφ ουρ
mετηοδσ ιν αν εmπιριχαλ αππλιχατιον ρελατινγ το ονε πρεσεντεδ ιν Dελ Νεγρο
ανδ Σχηορφηειδε (2008). Wε υσε α ϖε−ϖαριατε ςΑΡ ανδ νδ τηατ βρεακσ εξιστ
ιν τηε στεαδψ στατεσ οφ σοmε οφ τηε σεριεσ βυτ νοτ οτηερσ.
2 Μοδελλινγ Φραmεωορκ
Βαψεσιαν ςΑΡ αναλψσισ τραδιτιοναλλψ ωορκσ ωιτη α ςΑΡ οφ τηε φορm:
Αψ (Λ) ψτ = 
ψ + ∀τ
ωηερε ψτ ισ αν ν1 ϖεχτορ οφ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ φορ τ = 1; :::; Τ , ∀τ ισΝ (0;)
ανδ Αψ (Λ) = Ι   Αψ1Λ   ::   Α
ψ
πΛ
π ισ α πολψνοmιαλ ιν τηε λαγ οπερατορ.
Χονϖεντιοναλ Βαψεσιαν ςΑΡ αππροαχηεσ συχη ασ τηε Μιννεσοτα πριορ (σεε
Dοαν, Λιττερmαν ανδ Σιmσ, 1984) πλαχε α πριορ ον τηε παραmετερσ ιν Αψ (Λ)
ανδ ψ. Τηισ παραmετεριζατιον χαν βε ηαρδ το διρεχτλψ ιντερπρετ (ε.γ. ψ ισ
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νοτ τηε υνχονδιτιοναλ mεαν οφ τηε σεριεσ). Ιν χοντραστ το τηισ, τηε στεαδψ
στατε ςΑΡ (σεε ςιλλανι, 2009) χαν βε ωριττεν ασ
Α (Λ) (ψτ   ) = ∀τ: (1)
Τηισ σπεχιχατιον φορ τηε ςΑΡ ηασ τηε αδϖανταγε τηατ  ισ τηε υνχονδιτιοναλ
mεαν οφ ψτ ανδ, τηυσ, χαν βε ιντερπρετεδ ασ τηε στεαδψ στατε οφ ψτ. Ασ αργυεδ
ιν ςιλλανι (2009), τηε στεαδψ στατε ισ οφτεν σοmετηινγ τηατ ρεσεαρχηερσ ηαϖε
στρονγ πριορ βελιεφσ αβουτ (υνλικε Α1; ::; Απ). Τηυσ, ιτ mαψ βε πρεφεραβλε το
φοχυσ πριορ ελιχιτατιον ε¤ορτσ ον . Τηε παραmετερσ ιν Α (Λ), χοντρολλινγ
τηε σηορτ ρυν δψναmιχσ φορ δεϖιατιονσ φροm στεαδψ στατεσ, mαψ βε οφ λεσσ
ιντερεστ το τηε mαχροεχονοmιστ. Φορ ινστανχε, DΣΓΕ mοδελερσ οφτεν ηαϖε
στρονγ πριορ ινφορmατιον αβουτ στεαδψ στατεσ ανδ ελιχιτ τηειρ πριορσ ιν τερmσ
οφ συχη στρυχτυραλ παραmετερσ (σεε, αmονγ mανψ οτηερσ, Σmετσ ανδ Wουτερσ,
2007 ανδ Dελ Νεγρο ανδ Σχηορφηειδε, 2008). Α δραωβαχκ οφ τηε στεαδψ στατε
ςΑΡ ρελατιϖε το τηε τραδιτιοναλ ςΑΡ ισ τηατ ΜΧΜΧ mετηοδσ mυστ βε υσεδ.
Ηοωεϖερ, τηε γαιν ιν ιντερπρεταβιλιτψ ανδ τηε αβιλιτψ το ελιχιτ πριορσ διρεχτλψ
ο¤ οφ παραmετερσ ωιτη αν εχονοmιχ ιντερπρετατιον αρε λαργε βενετσ ωηιχη
mαψ ουτωειγη τηισ δραωβαχκ.
Ιν εmπιριχαλ mαχροεχονοmιχ ωορκ, ιτ ισ λικελψ τηατ τηε στεαδψ στατεσ οφ
σοmε ϖαριαβλεσ ρεmαιν χονσταντ οϖερ τιmε, ωηιλε οτηερσ χηανγε ατ α παρτιχ−
υλαρ ποιντ ιν τιmε (ι.ε. στρυχτυραλ βρεακσ mιγητ οχχυρ), ωηιλε οτηερσ mιγητ
χηανγε ιν σοmε οτηερ φασηιον (ε.γ. τηεψ mαψ δι¤ερ βετωεεν εξπανσιονσ ανδ
ρεχεσσιονσ). Ηοωεϖερ, τηε ρεσεαρχηερ ισ τψπιχαλλψ υνσυρε αβουτ ωηιχη οφ τηεσε
ποσσιβιλιτιεσ ηολδσ φορ ωηιχη ϖαριαβλε. Υνλεσσ ν ισ σmαλλ, τηε νυmβερ οφ mοδ−
ελλινγ χηοιχεσ χαν βε δαυντινγ. Ιν τηισ παπερ, ωε δραω ον ιδεασ φροm τηε
Βαψεσιαν χλυστερινγ λιτερατυρε (σεε, ε.γ., Ταδεσσε, Σηα ανδ ςαννυχχι, 2005) το
προποσε α mοδελλινγ φραmεωορκ ωηιχη αλλοωσ υσ το γρουπ τηε δεπενδεντ ϖαρι−
αβλεσ ιντο χλυστερσ ωηιχη ηαϖε τηε σαmε στρυχτυρε. Φορ ινστανχε, ονε χλυστερ
mιγητ ηαϖε χονσταντ στεαδψ στατεσ, ανοτηερ χλυστερ mιγητ ινχλυδε δεπενδεντ
ϖαριαβλεσ ωηοσε λονγ ρυν στεαδψ στατεσ εξηιβιτ α βρεακ, ετχ. Τηισ γρουπινγ ισ
δονε ιν αν αυτοmατιχ δατα−βασεδ mαννερ.
Σινχε τηε χοντριβυτιονσ οφ τηισ παπερ ρελατε το , ωε ωιλλ δραω ουτ τηε
βασιχ ιντυιτιον οφ ουρ mετηοδολογψ ιγνορινγ τηε ρολε οφ Α (Λ) ανδ τηε ερρορ
χοϖαριανχε mατριξ. Οφ χουρσε, ιν ουρ εmπιριχαλ αππλιχατιον Α (Λ) ωιλλ βε
ινχλυδεδ ασ ωελλ ασ α τιmε−ϖαρψινγ ερρορ χοϖαριανχε mατριξ. Χοmπλετε δεταιλσ
οφ τηε φυλλ mοδελ αρε γιϖεν ιν τηε Τεχηνιχαλ Αππενδιξ.
Αχχορδινγλψ, λετ υσ βεγιν ωιτη α σιmπλε mοδελ:
4
ψτ = 1 + ∀τ (2)
ωηερε ∀τ ισ Ν (0;1). Ιν τηε σπιριτ οφ Ταδεσσε, Σηα ανδ ςαννυχχι (2005), ωε
βεγιν βψ εξτενδινγ τηισ το α mιξτυρε οφ Νορmαλσ σπεχιχατιον ωηερε
π (ψτϕθ; ;) =
ΓΞ
ϕ=1
θϕ
 
ψτϕϕ;ϕ

; (3)
ωηερε 
 
ψτϕϕ;ϕ

ισ τηε π.δ.φ. οφ τηε Νορmαλ διστριβυτιον ωιτη mεαν ϕ
ανδ ϖαριανχε ϕ, θ = (θ1; ::; θΓ)
0,  = (01; ::; 
0
Γ)
0 ανδ  = (1; ::;Γ). Ορ,
εθυιϖαλεντλψ, ωε χαν ιντροδυχε τηε δισχρετε ρανδοm ϖαριαβλεσ: τ 2 φ1; ::; Γγ
συχη τηατ:
ψτϕτ = ϕ  Ν
 
ϕ;ϕ

(4)
ωηερε π (τ = ϕ) = θϕ. Φορ φυτυρε ρεφερενχε, λετ  = (1; ::; Τ )
0 ανδ ψ =
(ψ01; ::; ψ
0
Τ )
0.
Τηισ ισ α στανδαρδ mιξτυρε οφ Νορmαλσ ρεπρεσεντατιον ωηιχη ηασ βεεν
υσεδ ιν mανψ παπερσ. Μιξτυρεσ οφ Νορmαλσ αρε ϖερψ εξιβλε ασ δισχυσσεδ,
ε.γ., ιν Γεωεκε ανδ Κεανε (2007) ανδ Γεωεκε ανδ Αmισανο (2011). Φορ ουρ
πυρποσεσ, ωε στρεσσ τηατ (4) αλλοωσ φορ χλυστερινγ οϖερ τιmε ανδ σο ωουλδ βε
αβλε το πιχκ υπ φεατυρεσ λικε στρυχτυραλ βρεακσ ορ ρεγιmε σωιτχηινγ, ωηερε τηε
στεαδψ στατεσ οφ αλλ ϖαριαβλεσ χηανγε. Τηατ ισ, ιτ σαψσ εαχη ψτ φορ τ = 1; ::; Τ
χαν βε δραων φροm ονε οφ Γ δι¤ερεντ διστριβυτιονσ. Φορ ινστανχε, ιφ ψ1; ::; ψ
ωερε δραων φροm ονε διστριβυτιον ανδ ψ+1; ::; ψΤ ωερε δραων φροm α σεχονδ,
τηεν ωε ωουλδ ηαϖε α στρυχτυραλ βρεακ ατ τιmε  . Βυτ ιτ ισ αλσο ποσσιβλε
τηατ ψϕ ισ δραων φροm τηε ρστ διστριβυτιον ωηερε ϕ δενοτεσ τιmεσ ωηεν τηε
εχονοmψ ισ ιν ρεχεσσιον (ανδ οτηερ τιmε περιοδσ αρε δραων φροm α σεχονδ
διστριβυτιον). Τηεν ωε ηαϖε α mοδελ ωιτη προπερτιεσ σιmιλαρ το α Μαρκοϖ
σωιτχηινγ mοδελ ωηερε προπερτιεσ δι¤ερ οϖερ τηε βυσινεσσ χψχλε. Ιν γενεραλ,
ανψ γρουπινγ ισ ποσσιβλε.
Ιτ ισ αλσο ωορτη νοτινγ τηατ (4) αλλοωσ φορ τηε ερρορ χοϖαριανχε mατριξ το
δι¤ερ αχροσσ ρεγιmεσ. Σο φορmαλλψ, ιφ ωε νδ εϖιδενχε φορ Γ > 1 τηισ ιmπλιεσ
ειτηερ τηατ τηε στεαδψ στατεσ αρε χηανγινγ ορ τηατ τηε ερρορ χοϖαριανχε mατριξ
ισ χηανγινγ. Ιτ ισ ποσσιβλε το ρεστριχτ 1 = :: = Γ ιφ τηε ρεσεαρχηερ ωισηεσ το
φοχυσ σολελψ ον στεαδψ−στατε χηανγεσ ιν τηε χοντεξτ οφ α ηοmοσκεδαστιχ ςΑΡ.
Αλτερνατιϖελψ, ατ τηε χοστ οφ αδδινγ εξτρα βλοχκσ το τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm, τηε
ερρορ χοϖαριανχε mατριξ χουλδ βε mοδελλεδ σεπαρατελψ φροm τηε mιξτυρεσ οφ
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Νορmαλ χοmπονεντ οφ τηε mοδελ (ε.γ. ασ α mυλτιϖαριατε στοχηαστιχ ϖολατιλιτψ
προχεσσ).
Σιmπλε mιξτυρεσ οφ Νορmαλσ mοδελ συχη ασ (4) αλλοω φορ αλλ παραmετερσ
το δι¤ερ αχροσσ ελεmεντσ ιν τηε mιξτυρε. Φορ ηιγη−διmενσιοναλ mοδελσ συχη
ασ ςΑΡσ συχη εξιβιλιτψ χαν λεαδ το αν οϖερ−παραmετεριζεδ mοδελ. Τηισ
εξιβιλιτψ χαν βε υννεχεσσαρψ ανδ λεαδ το υνδεσιραβλε χονσεθυενχεσ. Ιφ τηε
στεαδψ στατεσ ιν ονλψ ονε ορ τωο ϖαριαβλεσ χηανγε ανδ ν ισ λαργε, ιτ ισ διστινχτλψ
ποσσιβλε τηατ τηε εχονοmετριχ mοδελ ωιλλ ινδιχατε νο χηανγε. Τηατ ισ, τηε
mοδελ (4) ο¤ερσ τηε χηοιχε βετωεεν στεαδψ στατεσ οφ αλλ ϖαριαβλεσ αρε χονσταντ
οϖερ τιmε ανδ αλλ ν στεαδψ στατεσ χηανγε. Γιϖεν τηεσε αλτερνατιϖεσ, ανδ
τηε ρεωαρδ φορ παρσιmονψ βυιλτ ιντο Βαψεσιαν mοδελ σελεχτιον mετηοδσ, ιτ ωιλλ
ονλψ χηοοσε τηε λαττερ ιφ mοστ οφ τηε στεαδψ στατεσ χηανγε ορ ιφ τηε χηανγε
ιν τηε στεαδψ στατε ιν ονε ϖαριαβλε ισ ηυγε. Τηεσε χονσιδερατιονσ mοτιϖατε
τηε δεϖελοπmεντ οφ α mοδελ δεσιγνεδ το πιχκ υπ βρεακσ ωηιχη οχχυρ ονλψ ιν
σοmε συβσετ οφ τηε ϖαριαβλεσ. Ιν πραχτιχε, τηε ρεσεαρχηερ ραρελψ κνοωσ ωηιχη
συβσετσ οφ ϖαριαβλεσ mιγητ ηαϖε βρεακσ ιν τηειρ στεαδψ στατεσ, σο τηε mοδελ
σηουλδ βε αβλε το νδ τηεσε συβσετσ ιν αν αυτοmατιχ δατα−βασεδ φασηιον. Τηε
φολλοωινγ εξτενσιον οφ τηε στανδαρδ mιξτυρε οφ Νορmαλσ mοδελ χαν αχηιεϖε
τηεσε γοαλσ.
Λετ  = (1; ::; ν)
0 βε α ϖεχτορ οφ δυmmψ ϖαριαβλεσ ωηερε ϕ = 1 ιmπλιεσ
τηατ τηε ϕτη δεπενδεντ ϖαριαβλε φολλοωσ α mιξτυρε οφ Νορmαλσ ρεπρεσεντατιον
συχη ασ τηατ γιϖεν ιν (4). Ιφ ϕ = 0 τηεν τηε ϕ
τη δεπενδεντ ϖαριαβλε δοεσ
νοτ φολλοω α mιξτυρε οφ Νορmαλσ, βυτ ρατηερ ηασ α τιmε−ινϖαριαντ στεαδψ στατε
(ανδ ερρορ χοϖαριανχε mατριξ) συχη ασ (2). Ιν οτηερ ωορδσ,  σερϖεσ το διϖιδε
ουρ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ ιντο τωο γρουπσ, ωηερε ονε γρουπ αλλοωσ φορ υπ το
Γ χηανγεσ ιν στεαδψ στατεσ οϖερ τιmε ορ αχροσσ ρεγιmεσ ανδ τηε οτηερ γρουπ
ηασ χονσταντ στεαδψ στατεσ.
Φορmαλλψ, λετ ψτ(=1) δενοτε τηε ϖεχτορ χονταινινγ τηε ελεmεντσ οφ ψτ ωηιχη
ηαϖε ϕ = 1 ανδ ψτ(=0) τηε ϖεχτορ χονταινινγ τηε ρεmαινινγ ελεmεντσ οφ
ψτ. Ανδ αδοπτ τηε σαmε συβσχριπτ ( = 0=1) νοτατιοναλ χονϖεντιον φορ τηε
παραmετερσ ιν τηε mοδελ (ε.γ. (=0) ωιλλ βε τηε υνχονδιτιοναλ mεαν φορ αλλ
ϖαριαβλεσ ωηιχη ηαϖε α τιmε−ινϖαριαντ στεαδψ στατε, ν(=0) ωιλλ βε τηε νυmβερ
οφ συχη ϖαριαβλεσ, ετχ.). Τηισ λεαδσ το τηε φολλοωινγ διστριβυτιον φορ ψ;  ωηιχη
Ταδεσσε ετ αλ (2005) υσε ασ τηειρ λικελιηοοδ φυνχτιον:1
1Ιν τηε τερmινολογψ οφ, ε.γ., Φρυηωιρτη−Σχηναττερ ανδ Wαγνερ (2008) τηισ ισ τηε χοm−
πλετε δατα λικελιηοοδ, ασ οπποσεδ το τηε ιντεγρατεδ λικελιηοοδ ωηιχη ωουλδ βε π (ψϕ; θ; ;).
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π (ψ; ϕ; θ; ;) = 2 ν(=0)
Τ
2
(=0) Τ2
 εξπ
(
 1
2
ΤΞ
τ=1
 
ψτ(=0)   (=0)
0
 1(=0)
 
ψτ(=0)   (=0)
)

ΓΨ
ϕ=1
2 ν(=1)
Τϕ
2
ϕ;(=1) Τϕ2 θΤϕϕ
 εξπ
8<: 12 Ξ
τ2Χϕ
 
ψτ(=1)   ϕ;(=1)
0
 1(ϕ;=1)
 
ψτ(=1)   ϕ;(=1)
9=;
(5)
ωηερε Τϕ ισ τηε νυmβερ οφ οβσερϖατιονσ ιν τηε ϕ
τη ελεmεντ ιν τηε Νορmαλ
mιξτυρε γιϖεν ιν (4) ανδ τ 2 Χϕ δενοτεσ οβσερϖατιονσ βελονγινγ το χλυστερ ϕ
(ι.ε. Χϕ ισ τηε σετ οφ οβσερϖατιονσ φορ ωηιχη τ = ϕ). Νοτε τηατ  εντερσ τηισ
λικελιηοοδ φυνχτιον σινχε ιτ δετερmινεσ Τϕ.
Το χαρρψ ουτ ποστεριορ σιmυλατιον ιν τηε στεαδψ στατε ςΑΡ ϖερσιον οφ τηισ
mοδελ, ωε ρεθυιρε α πριορ το χοmβινε ωιτη τηε λικελιηοοδ φυνχτιον (5) ανδ
αν ΜΧΜΧ αλγοριτηm φορ δραωινγ τηε παραmετερσ ; θ; ;;  ανδ Α1; ::; Απ.
Νοτε τηατ τηε ρελατιονσηιπ π (τ = ϕ) = θϕ γιϖεν αφτερ (4) προϖιδεσ υσ ωιτη α
ηιεραρχηιχαλ πριορ φορ . Φορ  ωε ασσυmε α Βερνουλλι πριορ ωηιχη ιmπλιεσ, α
πριορι, εαχη ϖαριαβλε ισ εθυαλλψ λικελψ το εξηιβιτ νο βρεακσ ασ εξηιβιτ βρεακσ.
Χοmπλετε δεταιλσ οφ τηεσε πριορσ ανδ πριορσ φορ οτηερ παραmετερσ αρε γιϖεν ιν
τηε Τεχηνιχαλ Αππενδιξ.
Τηε βασιχ ιδεα οφ ουρ ΜΧΜΧ αλγοριτηm χαν βε δεσχριβεδ ϖερψ σιmπλψ:
ιτ χοmβινεσ τηε αλγοριτηm οφ Ταδεσσε ετ αλ (2005) ωιτη α Βαψεσιαν ςΑΡ
αλγοριτηm. Χοmπλετε δεταιλσ αρε γιϖεν ιν τηε Τεχηνιχαλ Αππενδιξ. Φιναλλψ,
ωε χηοοσε Γ υσινγ τηε Βαψεσιαν ινφορmατιον χριτεριον (ΒΙΧ) ασ δεταιλεδ ιν
τηε Τεχηνιχαλ Αππενδιξ.
3 Εmπιριχαλ Ιλλυστρατιον ωιτη α Φιϖε−ϖαριατε
ςΑΡ
3.1 Dατα
Τηε δατα σετ ισ οβταινεδ φροm Dελ Νεγρο ανδ Σχηορφηειδε (2008). Ιτ ρυνσ
φροm 1954Θ3 τηρουγη 2005Θ4 ανδ χονσιστσ οφ ϖε χοmmονλψ−υσεδ ΥΣ mαχρο−
εχονοmιχ ϖαριαβλεσ: ΓDΠ περ χαπιτα (Ψτ), ηουρσ ωορκεδ περ χαπιτα (Λτ), λαβορ
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ινχοmε σηαρε (λσητ), τηε ΓDΠ δεατορ (Πτ) ανδ ιντερεστ ρατεσ (τηε Φεδ Φυνδσ
ρατε, Ρτ). Τηε ϖαριαβλεσ αρε χονστρυχτεδ ανδ τρανσφορmεδ εξαχτλψ ασ ιν Dελ
Νεγρο ανδ Σχηορηειδε (2008). Τηε δενιτιονσ οφ τηε ϖαριαβλεσ ωηιχη εντερ
τηε ςΑΡ αρε ρεπροδυχεδ βελοω:
Ουτπυτ γροωτη 400(λνΨτ   λνΨτ 1)
Ηουρσ 100 λνΛτ
Λαβορ σηαρε 100 λν λσητ
Ινατιον 400(λνΠτ   λνΠτ 1)
Ιντερεστ ρατεσ 400 λνΡτ
3.2 Εmπιριχαλ Ιλλυστρατιον
Ταβλε 1 πρεσεντσ ΒΙΧσ φορ ϖαριουσ ϖαλυεσ οφ Γ ανδ π ανδ ιτ χαν βε σεεν τηατ
Γ = 2 ανδ π = 2 αρε τηε πρεφερρεδ χηοιχεσ. Τηερε ισ στρονγ συππορτ φορ
mοδελσ ωιτη βρεακσ ιν στεαδψ στατεσ (σινχε Γ = 1 ρεχειϖεσ λιττλε συππορτ), βυτ
α σmαλλ νυmβερ οφ βρεακσ σεεmσ αδεθυατε (σινχε τηερε ισ λιττλε εϖιδενχε φορ
Γ = 3). Ιν τηε ρεmαινδερ οφ τηισ σεχτιον, ωε σετ Γ = π = 2.
Ταβλε 1: ΒΙΧσ.
Γ = 1 Γ = 2 Γ = 3
π = 1 2814.2 2823.7 2872.5
π = 2 2755.3 2742.2 2798.3
π = 3 2885.3 2875.0 2931.2
Τηε εϖιδενχε ιν φαϖορ οφ Γ = 2 συγγεστσ βρεακσ αρε οχχυρρινγ ιν σοmε
οφ τηε στεαδψ στατεσ. Βυτ ωηιχη ονεσ? Τηε εστιmατεδ ποστεριορ mοδε φορ
τηε χλυστερ λαβελ, ; ισ (0; 0; 0; 1; 1)0; συγγεστινγ ονλψ ινατιον ανδ ιντερεστ
ρατεσ εξπεριενχεδ χηανγεσ ιν τηειρ στεαδψ στατεσ. Τηε ποστεριορ mεαν ισ ϖερψ
σιmιλαρ το τηε ποστεριορ mοδε, ινδιχατινγ τηε χλυστερινγ αλγοριτηm ισ χλεαρλψ
ιδεντιφψινγ ωηιχη ϖαριαβλεσ ηαϖε βρεακσ ανδ ωηιχη ονεσ δο νοτ. Ιφ ωε ρε−
ρυν τηε ΜΧΜΧ αλγοριτηm, χονδιτιοναλ ον  = (0; 0; 0; 1; 1)0, ωε χαν οβταιν
παραmετερ εστιmατεσ ωηιχη αρισε φροm α σινγλε mοδελ ωιτη α χλεαρ ιντερπρετα−
τιον. Τηισ mοδελ ισ παραmετεριζεδ ιν τερmσ οφ (=0) = (
1
(=0); 
2
(=0); 
3
(=0))
0
(ι.ε. α 3 1 ϖεχτορ ωιτη ελεmεντσ βεινγ τηε στεαδψ στατεσ φορ ουτπυτ γροωτη
περ χαπιτα, ηουρσ ωορκεδ περ χαπιτα ανδ λαβορ ινχοmε σηαρε ρεσπεχτιϖελψ),
11;(=1); 
1
2;(=1)

(ι.ε. τηεσε αρε τηε στεαδψ στατεσ ιν τηε τωο ρεγιmεσ φορ
ινατιον) ανδ

21;(=1); 
2
2;(=1)

(ι.ε. τηεσε αρε τηε στεαδψ στατεσ ιν τηε τωο
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ρεγιmεσ φορ ιντερεστ ρατεσ). Τηε ερρορ χοϖαριανχεσ αρε λαβελλεδ ωιτη α σιmι−
λαρ νοτατιοναλ χονϖεντιον ωηερε συβσχριπτσ δενοτε ρεγιmεσ ανδ συπερσχριπτσ
παρτιχυλαρ παραmετερσ ωιτηιν α ρεγιmε. Τηε εστιmατεδ ποστεριορ mεανσ ανδ
στανδαρδ δεϖιατιονσ φορ σοmε οφ τηε κεψ παραmετερσ αρε ρεπορτεδ ιν Ταβλε 2.
Μοστ οφ τηε παραmετερ εστιmατεσ αρε σιmιλαρ το τηοσε φουνδ ιν α στανδαρδ
ςΑΡ, σο ωε ωιλλ φοχυσ ουρ δισχυσσιον ον τηοσε ωηιχη δι¤ερ. Ταβλε 2 προϖιδεσ
στρονγ εϖιδενχε οφ α λαργε χηανγε ιν τηε στεαδψ στατε φορ ινατιον, ωιτη σλιγητλψ
ωεακερ εϖιδενχε ιν φαϖορ οφ α σmαλλερ χηανγε ιν τηε στεαδψ στατε φορ τηε
ιντερεστ ρατε. Βυτ νοτε αλσο τηατ τηε ρεγιmε χηανγε ωε αρε νδινγ λοοκσ το
βε ασσοχιατεδ ωιτη α χηανγε ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ βοτη ϖαριαβλεσ. Ρεmεmβερ
τηατ ουρ αππροαχη αλλοωσ φορ δι¤ερεντ ρεγιmεσ το ηαϖε δι¤ερεντ mεανσ ανδ
δι¤ερεντ ερρορ ϖαριανχεσ. Χλεαρλψ, τηισ λαττερ ασπεχτ ισ ιmπορταντ ιν τηισ δατα
σετ. Φορ βοτη ινατιον ανδ ιντερεστ ρατεσ ωε αρε νδινγ ϖολατιλιτιεσ το βε mυχη
λοωερ ιν τηε σεχονδ ρεγιmε τηαν τηε ρστ ρεγιmε. Σινχε τηε ποιντ εστιmατε
οφ θ1 = 0:071 τηε ηιγη ϖολατιλιτψ ρεγιmε οχχυρσ mυχη λεσσ φρεθυεντλψ τηαν τηε
λοω ϖολατιλιτψ ρεγιmε.
Ταβλε 2: Ποστεριορ Μεανσ ανδ Στανδαρδ Dεϖιατιονσ οφ Παραmετερσ
παραmετερ Ε(ϕψ)
π
ςαρ(ϕψ) παραmετερ Ε(ϕψ)
π
ςαρ(ϕψ)
1(=0) 0.449 0.042 θ1 0.071 0.030
2(=0) 552.6 8.954 
1;1
(=0) 0.827 0.085
3(=0)  55.44 0.911 
2;1
(=0) 0.466 0.059
11;(=1) 6.969 1.176 
3;1
(=0)  0.967 0.051
21;(=1) 6.938 1.883 
2;2
(=0) 0.525 0.055
12;(=1) 3.377 0.240 
3;2
(=0)  0.101 0.037
22;(=1) 5.658 0.467 
3;3
(=0) 0.452 0.046
1;11;(=1) 5.157 2.378 
1;1
2;(=1) 2.288 0.259
2;11;(=1) 0.323 1.730 
2;1
2;(=1)  0.162 0.142
2;21;(=1) 6.975 3.168 
2;2
2;(=1) 0.689 0.110
Φιγυρε 1 πρεσεντσ εϖιδενχε ον ωηεν τηε τωο ρεγιmεσ αρε οχχυρρινγ. Τηατ
ισ, ιτ ρεπορτσ τηε εστιmατεδ προβαβιλιτιεσ Π (τ = 1ϕψ) φορ τ = 1; : : : ; Τ . Οφ
χουρσε, τηε ρεαδερ χαν γυρε ουτ Π (τ = 2ϕψ) σινχε ιτ ισ 1   Π (τ = 1ϕψ). Ιτ
χαν βε σεεν τηατ ουρ εχονοmετριχ mετηοδολογψ ισ χλεαρλψ νδινγ χηανγεσ ιν
στεαδψ στατεσ ανδ ϖολατιλιτιεσ ιν ιντερεστ ρατεσ ανδ ινατιον το βε ασσοχιατεδ
ωιτη τηε περιοδ 1973−1983 (ι.ε. ουτσιδε τηισ τιmε τηερε ισ στρονγ εϖιδενχε τηατ
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τηε σεχονδ ρεγιmε ηολδσ). Τηισ ισ τηε περιοδ αφτερ τηε χολλαπσε οφ τηε Βρεττον−
Wοοδσ αγρεεmεντ ανδ ΟΠΕΧ οιλ πριχε σηοχκ υπ υντιλ τηε γρεατ mοδερατιον οφ
τηε βυσινεσσ χψχλε. Οφ χουρσε, mαχροεχονοmιστσ χουλδ δεβατε ασ το ωηετηερ
τηε χηανγεσ ιν στεαδψ στατεσ ωε αρε νδινγ τρυλψ ωερε λονγ ρυν χηανγεσ
(ασ οπποσεδ το περσιστεντ ρεσπονσεσ το εξογενουσ σηοχκσ). Νεϖερτηελεσσ, τηε
παττερν ωε ηαϖε αγγεδ ιν Φιγυρε 1 ισ α σενσιβλε ονε. Ανδ ιτ ισ ιντερεστινγ
το νοτε τηατ ιτ δοεσ νοτ αππλψ το τηε ρεαλ ϖαριαβλεσ ιν ουρ mοδελ, βυτ τηε
νοmιναλ ϖαριαβλεσ: τηε ιντερεστ ρατε ανδ ινατιον.
Φιγυρε 1: Προβαβιλιτψ οφ Φιρστ Ρεγιmε: Π(τ = 1 ϕ ψ).
4 Χονχλυσιον
Ιν τηισ παπερ, ωε ηαϖε δεϖελοπεδ αν εχονοmετριχ mετηοδολογψ φορ mυλτιϖαρι−
ατε mαχροεχονοmιχ mοδελσ, βασεδ ον Ταδεσσε ετ αλ (2005), ωηιχη δι¤ερσ φροm
εξιστινγ mετηοδσ ιν τηατ ιτ αλλοωσ βοτη φορ χλυστερινγ ιν τερmσ οφ ϖαριαβλεσ
ανδ ιν τερmσ οφ ρεγιmεσ. Τηατ ισ, ιτ αυτοmατιχαλλψ διϖιδεσ τηε ϖαριαβλεσ ιντο
γρουπσ. Wιτηιν εαχη γρουπ, ϖαριαβλεσ εξηιβιτ α χοmmον παττερν (ε.γ. τηεψ
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χαν εξηιβιτ στρυχτυραλ βρεακσ ατ τηε σαmε τιmε). Wε αππλψ τηισ mετηοδολογψ
το τηε χασε οφ τηε στεαδψ−στατε ςΑΡ οφ ςιλλανι (2009). Wε φοχυσ ον τηε ισσυε
οφ βρεακσ ιν λονγ−ρυν στεαδψ στατεσ, αλτηουγη ωε αργυε τηατ τηε mετηοδολογψ
χουλδ βε υσεφυλ ιν α ωιδε ϖαριετψ οφ εmπιριχαλ mαχροεχονοmιχ χοντεξτσ.
Ουρ εmπιριχαλ ιλλυστρατιον, υσινγ α mοδερατελψ−σιζεδ ςΑΡ, ινδιχατεσ τηατ
τηε mετηοδολογψ ωορκσ ωελλ ανδ λεαδσ το παρσιmονιουσ ρεπρεσεντατιονσ. Ιν−
στεαδ οφ αλλοωινγ φορ βρεακσ ιν τηε στεαδψ στατεσ (ανδ ερρορ χοϖαριανχε mα−
τριχεσ) οφ αλλ ϖαριαβλεσ (ασ ωουλδ βε δονε ιν α χονϖεντιοναλ στρυχτυραλ βρεακ
mοδελ) ορ αλλοωινγ φορ βρεακσ ιν δοζενσ ορ ηυνδρεδσ οφ ςΑΡ χοε′χιεντσ (ασ
ωουλδ βε δονε ιν α Μαρκοϖ−σωιτχηινγ ςΑΡ ορ ΤςΠ−ςΑΡ), ουρ mετηοδολογψ
ινδιχατεσ βρεακσ αρε οχχυρρινγ ιν τηε στεαδψ στατεσ οφ ονλψ τωο ϖαριαβλεσ.
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Τεχηνιχαλ Αππενδιξ
Τηε Μοδελ
Wριτε τηε στεαδψ στατε ςΑΡ ασ:
(ψτ τ) Α1(ψτ 1 τ)    Απ(ψτ π τ) = ∀τ; ∀τ  Ν(0;τ); (6)
ωηερε τ 2 φ1; 2; : : : ; Γγ δενοτεσ ρεγιmεσ ανδ Αι; ι = 1 : : : ; π αρε ν  ν mα−
τριχεσ οφ ςΑΡ χοε′χιεντσ συχη τηατ ψτ ισ στατιοναρψ (τηε χοmπανιον mατριξ
οφ Α = (Α1; : : : ; Απ) ηασ ροοτσ ουτσιδε τηε υνιτ χιρχλε). Λετ  = (1; : : : ; ν)
0
βε α ϖεχτορ οφ χλυστερ λαβελσ: ιφ ϕ = 0, τηεν 
ϕ
τ
, τηε ϕ−τη χοmπονεντ οφ τ,
αρε τηε σαmε φορ αλλ τ 2 φ1; : : : ; Γγ, ι.ε., 
ϕ
1 =    = 
ϕ
Γ; οτηερωισε, τηεψ αρε
δι¤ερεντ. Dενινγ ψτ = Α(Λ)ψτ, ωε ηαϖε
ψτ  Ν(Α(1)τ ;τ);
ωηερε Α(1) = Ι  
Ππ
ι=1Αι. Λετ ψ
 = (ψ1; : : : ; ψ

Τ ).
Τηε Πριορ
Φορ τηε ϖαριαβλε σελεχτιον ινδιχατορ, ωε ασσυmε τηατ ιτσ ελεmεντσ αρε ι.ι.δ.
Βερνουλλι ρανδοm ϖαριαβλεσ, ι.ε., ϕ  Βερ( ), ωιτη ϕοιντ δενσιτψ
π() =
νΨ
ι=1
 ι(1   )1 ι ;
ωηερε  χαν βε ελιχιτεδ ασ τηε προπορτιον οφ ϖαριαβλεσ εξπεχτεδ α πριορι το
εξηιβιτ mυλτιπλε χηανγεσ ιν στεαδψ στατεσ. Ιν ουρ αππλιχατιον ωε σετ  = 0:5.
Τηε ρεγιmε λαβελσ τ; τ = 1; : : : ; Τ αρε ι.ι.δ. δισχρετε ρανδοm ϖαριαβλεσ ωιτη
α ηιεραρχηιχαλ πριορ γιϖεν βψ Π(τ = ϕ) = θϕ  0 ωιτη
ΠΓ
ι=1 θι = 1: Ιν
τυρν, θ = (θ1; : : : ; θΓ) ισ α ρανδοm ϖαριαβλε ωιτη α σψmmετριχ Dιριχηλετ πριορ,
θ  Dιρ(0; : : : ; 0), ωηερε 0 ισ σετ το βε 3 ιν ουρ αππλιχατιον.
Τηε πριορ φορ α = ϖεχΑ0 = ϖεχ([Α1; : : : ; Απ]
0) ισ Νορmαλ ωιτη mεαν ανδ
χοϖαριανχε mατριξ οβταινεδ ασ φολλοωσ: ωε ρστ εστιmατε τηε ςΑΡ χοε′χιεντσ
ιν τηε τιmε−ϖαρψινγ ιντερχεπτ mοδελ
ψτ = ∼τ + ∼Α1ψτ 1 +   + ∼Απψτ π + ϖτ; ϖτ  Ν(0;
);
ωιτη α ρανδοm ωαλκ στατε εθυατιον
∼τ = ∼τ 1 + ωτ; ωτ  Ν(0; Θ);
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ωηερε Θ ισ α διαγοναλ mατριξ. Τηεν τηε πριορ mεαν ισ σετ το βε Ε( ∼Α ϕ ψ)
ωιτη πριορ χοϖαριανχε mατριξ 0:012  Ι, ι.ε., α  Ν(α0; 0:01
2  Ι), ωηερε
α0 = ϖεχ(Ε( ∼Α ϕ ψ)
0).
Φιναλλψ, ωε ασσυmε τηε φολλοωινγ νατυραλ χονϕυγατε πριορσ φορ 1; : : : ; Γ
ανδ 1; : : : ;Γ:
(=0)ϕΑ(1)(=0);(=0)  Ν(0(=0); η0Α(1)
 1
(=0)(=0)Α(1)
 10
(=0));
ϕ;(=1)ϕΑ(1)(=1);ϕ;(=1)  Ν(0(=1); η1Α(1)
 1
(=1)ϕ;(=1)Α(1)
 10
(=1));
(=0)  ΙW ( + ν  ν; Θ0(=0));
(=1)  ΙW ( + ν; Θ1(=1)):
ωηερε ΙW (; ) δενοτεσ τηε ινϖερσε−Wισηαρτ διστριβυτιον. Τηε δεγρεε οφ φρεε−
δοm παραmετερ, , ισ σετ το βε ν, ωηιλε 0 = 0 ανδ η0 = η1 = 10 το ινδιχατε
ωεακ πριορ ινφορmατιον. Φιναλλψ, ωε τακε Θ0 = 1= 0Ι ανδ Θ1 = 1= 1Ι, ωηερε
 0 ανδ  1 αρε χηοσεν ασ συγγεστεδ ιν Ταδεσσε ετ αλ (2005).
ΜΧΜΧ Αλγοριτηm
Ουρ ποστεριορ σιmυλατορ ισ βασεδ ον τηε χολλαπσεδ σαmπλερ προποσεδ ιν
Ταδεσσε ετ αλ (2005). Σπεχιχαλλψ, ωε σαmπλε τηε παραmετερσ ανδ λατεντ ϖαρι−
αβλεσ mαργιναλλψ οφ 1; : : : ; Γ ανδ 1; : : : ;Γ. Νοτε τηατ γιϖεν  ανδ α,
π(ψ; ϕθ; ; α), τηε ϕοιντ διστριβυτιον οφ (ψ; ) mαργιναλ οφ 1; : : : ; Γ ανδ
1; : : : ;Γ, ισ αϖαιλαβλε αναλψτιχαλλψ (σεε εθυατιον 7). Υσινγ δεριϖατιονσ σιm−
ιλαρ το Ταδεσσε ετ αλ (2005), παγε 605, ιτ χαν βε σηοων τηατ
π(ψ; ϕθ; ; α) =  Τν=2
ΓΨ
κ=1

Κκ(=1)ϕΘ1(=1)ϕ
(+ν 1)=2ϕΘ1(=1) + Σκ(=1)ϕ
 (Τκ++ν 1)=2
	
Η(=0)ϕΘ0(=0)ϕ
(+ν ν 1)=2ϕΘ0(=0) + Σ0(=0)ϕ
 (Τ++ν ν 1)=2;
(7)
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ωηερε
Κκ(=1) = θ
Τκ
κ (1 + η1Τκ)
 ν=2
νΨ
ϕ=1
 ((Τκ +  + ν   ϕ)=2)
 (( + ν   ϕ)=2)
;
Η(=0) = (1 + η0Τ )
 (ν ν)=2
ν νΨ
ϕ=1
 ((Τ +  + ν  ν   ϕ)=2)
 (( + ν  ν   ϕ)=2)
;
Σκ(=1) =
Ξ
τ2Χϕ
(ψτ(=1)   ψ

τ(=1))(ψ

τ(=1)   ψ

τ(=1))
0
+
Τκ
η1Τκ + 1
(Α(1)(=1)0(=1)   ψ

τ(=1))(Α(1)(=1)0(=1)   ψ

τ(=1))
0;
Σ0(=0) =
ΤΞ
τ=1
(ψτ(=0)   ψ

τ(=0))(ψ

τ(=0)   ψ

τ(=0))
0
+
Τ
η0Τ + 1
(Α(1)(=0)0(=0)   ψ

τ(=0))(Α(1)(=0)0(=0)   ψ

τ(=0))
0;
ν =
Πν
ι=1 ι, Τκ ισ τηε νυmβερ οφ τ τηατ αρε εθυαλ το κ, ι.ε., Τκ =ΠΤ
τ=1 1(τ = κ), ψ

τ(=1) ανδ ψ

τ(=0) αρε τηε σαmπλε mεανσ οφ ψ

τ(=1) ανδ ψ

τ(=0)
ρεσπεχτιϖελψ.
Τηε ποστεριορ σιmυλατορ νοω χονσιστσ οφ τηε φολλοωινγ φουρ στεπσ:
(1) σαmπλε ϕψ; ; θ; α;
(2) σαmπλε ϕψ; ; θ; α;
(3) σαmπλε θϕψ; ; ; α;
(4) σαmπλε αϕψ; ; ; θ;
Τηε δεταιλσ οφ Στεπσ (1)−(2) αρε γιϖεν ιν Ταδεσσε ετ αλ (2005) εθυατιονσ
(10)−(12) ανδ τηε δισχυσσιον ιν τηειρ συβσεχτιονσ 5.15.2, ωιτη τηε λικελιηοοδ
γιϖεν ιν (7). Στεπ 3 ισ α σιmπλε Γιββσ στεπ ασ (χονδιτιοναλ ον ), θ ηασ α
Dιριχηλετ διστριβυτιον: θϕψ; ; ; α  Dιρ(1; : : : ; Γ), ωηερε κ = 0 + Τκ
ανδ Τκ ισ τηε νυmβερ οφ τ τηατ αρε εθυαλ το κ. Το αϖοιδ τηε λαβελ−σωιτχηινγ
προβλεm, ωε ιmποσε τηε ρεστριχτιον τηατ θ1      θΓ. Συχη α δραω χαν βε
οβταινεδ, φορ εξαmπλε, βψ ρεϕεχτιον σαmπλινγ. Το ιmπλεmεντ Στεπ 4, ρεχαλλ
τηατ τηε πριορ φορ α ισ α  Ν(α0; 0:01
2Ι). Σινχε τηε πριορ ισ τιγητ, ωε χαν υσε
π(α) ασ τηε προποσαλ δενσιτψ ιν αν ινδεπενδενχε−χηαιν σαmπλερ. Σπεχιχαλλψ,
γιϖεν τηε χυρρεντ δραω α, α χανδιδατε δραω αχ ισ γενερατεδ φροmΝ(α0; 0:01
2
Ι). Ιφ τηε χηαραχτεριστιχ ροοτσ οφ τηε χοmπανιον mατριξ ασσοχιατεδ ωιτη αχ αρε
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αλλ ωιτηιν τηε υνιτ χιρχλε, ωε αχχεπτ αχ ωιτη προβαβιλιτψ mινφΜΗ; 1γ, ωηερε
ΜΗ =
π(ψχ; ϕθ; ; αχ)
π(ψ; ϕθ; ; α)
;
ψχτ = Α
χ(Λ)ψτ ανδ Α
χ(Λ) ισ τηε λαγ πολψνοmιαλ ασσοχιατεδ ωιτη αχ; οτηερωισε,
ρεταιν τηε δραω α. Σινχε α ισ α ηιγη−διmενσιοναλ ϖεχτορ, ιν ουρ ιmπλεmεντατιον
ωε διϖιδε α ιντο σεϖεραλ βλοχκσ. Ιν παρτιχυλαρ, εαχη ροω οφ Α χονστιτυτεσ α
βλοχκ, ανδ εαχη βλοχκ ισ σαmπλεδ σεθυεντιαλλψ.
Τηε ΒΙΧ υσεδ ιν τηε παπερ ισ δενεδ ασ ΒΙΧ =  2 λν βΛ+m λνΤ , ωηερε βΛ
ισ τηε mαξιmιζεδ λικελιηοοδ ϖαλυε ανδ m ισ τηε νυmβερ οφ παραmετερσ ιν τηε
mοδελ. Φορ Γ = 1, βΛ ισ οβταινεδ ασ φολλοωσ: ρστ τηε λικελιηοοδ φυνχτιον ισ
εϖαλυατεδ (ιν τηισ mοδελ ωε δοντ ηαϖε ανψ λατεντ ϖαριαβλεσ σο τηε λικελιηοοδ
ϖαλυε χαν βε εασιλψ οβταινεδ) ατ εαχη ποστεριορ δραω, ανδ βΛ ισ σετ το βε τηε
mαξιmυm ϖαλυε. Φορ Γ > 1 χασεσ, βΛ ισ αππροξιmατεδ βψ τηε αϖεραγε οφ τηε
χοmπλετε δατα λικελιηοοδ ϖαλυεσ εϖαλυατεδ ατ εαχη ποστεριορ δραω.
Ποστεριορ ρεσυλτσ ιν τηε εmπιριχαλ αππλιχατιον αρε βασεδ ον 50000 ποστεριορ
δραωσ, φολλοωινγ α βυρν−ιν περιοδ οφ 1000. Ρεσυλτσ πασσ στανδαρδ χηεχκσ οφ
ΜΧΜΧ χονϖεργενχε.
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